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روش های کار و انرژی
ارانمبانی تحلیل اجزاء محدود، تألیف دیوید هاتن، ترجمه شهاب الدین حاتمی و همک:            مرجع اصلی
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شود،رنظصرفگرمابصورتانرژیاتلافازکهدرصورتیانرژی،پایستاریاصلبراساس
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 چگالی باشد، که بهمیانرژی کرنشی در حجم واحد

.معروف استانرژی کرنشی
وارده نهایی نیرویمقدار تنش و کرنش متناظر با مقادیر 

. باشندمی

:ueبارگذاری تک محوری، انرژی کرنشی در واحد حجم برای حالت کلی 
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:برای حالت کلی بارگذاری
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کاستییلیانوقضیه ی اول 
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  نیرودر جهت خط اثر و یوثر نیرادر نقطه تغییرشکل :  jFj

کوچکنهایت باشند و این نقطه به اندازه بیثابت iمثلاًبجز یکی ، باراگر همه نقاط اعمال •
:باشدمیزیرصورتدهد، تغییر انرژی کرنشی بهتغییرشکل کوچکنهایت نیروی اضافی بیتوسط 
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(2-45 )

انرژیجزئیمشتقتعادل،حالدرالاستیکسیستمیکبرای
نیرویاببرابرنقطه،یکدرتغییرمکانبهنسبتکلکرنشی

.باشدمینقطهآندرتغییرمکانجهتدرشدهاعمال
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نیرودر جهت خط اثر و یوثر نیرادر نقطه تغییرشکل :  jFj

هبنسبتکلکرنشیانرژیجزئیمشتقتعادل،حالدرالاستیکسیستمیکبرای
.باشدمیهنقطآندرتغییرشکلجهتدرشدهاعمالنیرویبابرابرنقطه،یکدرتغییرشکل
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.رودمیبه شمارقدرتمندیابزارمحدوداجزاءفرمولبندیبرایکاستیلیانواولقضیه•

:شودمیتشریحمیلهالمانبرایاکنونقضیهاین•
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:کهشودمینتیجهها،جابجاییازیکهربهنسبتکاستیلیانوقضیهبردنبه کاربا

(2-48 )

1 2 1

1

( )eU AE
u u f

u L


  



2 1 2

2

( )eU AE
u u f

u L


  



(2-49)

(2-50  )

شود، این روابط مشابه روابط همان طور که مشاهده می
.باشندمی( 34-2)و ( 2-33)
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هبزیرشکلفنرهایمجموعهدرراگاهیتکیهالعملعکسوهاگرهتغییرمکان
.اوریدبدستکاستیلیانواولتئوریکمک

متشکل از چهار المان فنرسیستم 
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.آمددستبهکاستیلیانوقضیهطریقازسیستمسختیماتریسبنابراین
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-درایهتمامآنردکهماتریسیمثلثی،بالاماتریسیکبه(سختیماتریس)ضرایبماتریستبدیلباکه

.شودمیمحاسبهدستیصورتبهجوابهستند،صفراصلیقطرپایینهای

همبامعادلهدوسپسشود،میضرب16دردوم(سطر)معادلهو12دراول(سطر)معادله-اولگام
شودمیدادهقراردوممعادلهدرنتیجهوشدهجمع
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لمجهویکفقطگامهردرکهشدخواهدمشاهدهوکردحلبالابهپایینازرامعادلاتاینتوانمیحالتایندر
بنابرایندارد،وجود
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آیدمیدستبهزیرصورتبهمقیدمعادلهاز1گرهدرالعملعکسنیروی
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.باشدمیرصفبرابرتعادلشرطبامطابقخارجینیروهایجمعکهچرااست،برقرارسیستمتعادلکهشودمیمشاهده
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،سازهیاجسمیکجابجاییمحتملهایوضعیتیهمهمیاناز
هایجابجایی)هندسیمرزیشرایطکهخارجیبارگذاریتحت

اارضباعثوضعیتیآنکنند،میارضارا(سازهبهشدهاعمال
یتوضعآندرکهگرددمیپایدارتعادلایجادوتعادلمعادلات

.باشدحداقلکلپتانسیلانرژی



روش های کار و انرژی|فصل سوم  

نی
مبا

ود 
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

13

قل اصل انرژی پتانسیل حدا

مرزیشرایطکهخارجیبارگذاریتحتسازه،یاجسمیکجابجاییمحتملهایوضعیتیهمهمیاناز
جادایوتعادلمعادلاتارضاباعثوضعیتیآنکنند،میارضارا(سازهبهشدهاعمالهایجابجایی)هندسی

.باشدحداقلکلپتانسیلانرژیوضعیتآندرکهگرددمیپایدارتعادل
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.باشدهای وارده میی انرژی پتانسیل نیروبعلاوه
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.کنیدحلحداقلپتانسیلانرژیاصلازاستفادهبامجدداًرا1مثال

متشکل از چهار المان فنرسیستم 
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دراست،دهشمحاسبهقبلاًجواباینکهبدلیللذا.استیکسانقبلنتیجهباکهکردمشاهدهتوانمی
.شودنمیحلعددیطوربهدستگاهاینجا
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سیستمیجابجایبرداریاکلجابجاییبردار.داردبعدفصولدربحثموردترپیچیدههایسیستمبرای
بااستبرابر

 

1

2

3

4

U

U
U

U

U

 
 
 

  
 
 
 

بااستبرابرکلسختیماتریسآمد،دستبهکههمانطورو

 

1 1

1 1 2 2

2 2 3 3

3 3

0 0

2 2 0

0 2 2

0 0

k k

k k k k
K

k k k k

k k

 
 
  
 
   
 

 



روش های کار و انرژی|فصل سوم  

نی
مبا

ود 
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

20

قل انرژی پتانسیل  حدا 2مثال حل 

شوددادهبسطماتریسیگانهسهضربزیرمطابقاگر

      1 2 3 4

11 1

21 1 2 2

2 2 3 3 3

3 3 4

1 1

2 2

0 0

2 2 0
                            

0 2 2

0 0

T
U K U U U U U

Uk k

Uk k k k

k k k k U

k k U



   
  

       
     
      


